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Group Theoretical Investigation of the Bogoljubov—Valatin Transformation and the HFB State

The structure of the Bogoljubov—Valatin transformation and the HFB state is investigated by
group-theoretical methods. A direct proof of the Bloch—Messiah factorization theorem shows that
the second factor which contains the BCS part of the BV transformation can be chosen always real.
An unitary representation of the Bogoljubov— Valatin group in the Fock space is constructed which
allows to write down various equivalent expressions for the HFB state vector. The relation between
the “unitary form™ and the usual form of | HFB) is clarified using the “quasispin™ concept in con-
nection with a theorem about the factorization of the O (3) Lie group.

1. Einleitung

Eine viel diskutierte Methode zur mikroskopischen
Beschreibung der Kernstruktur besteht in der Har-
tree-Fock-Bogoljubov (HFB)-Theorie, in der das HF-
Verfahren und die urspriinglich im Rahmen der Su-
praleitungstheorie entwickelte Methode von Bardeen,
Cooper und Schrieffer (BCS) zu einem in sich kon-
sistenten Ndherungsverfahren der Vielkorpertheorie
zusammengefalit sind. Sie stellt einen geeigneten
Rahmen dar, in dem eine einheitliche Behandlung
der mit dem mittleren Potential und den Paarungs-
korrelationen der Nukleonen zusammenhingenden
Phéanomene moglich ist. (Fir Details der HFB-Theo-
rie und einige ihrer Anwendungen sei auf die Litera-
tur 177 verwiesen.) Mittels einer kanonischen Trans-
formation, der sogen. Bogoljubov-Valatin-Transfor-
mation (BVT), wird das A-Nukleonenproblem tiber-
gefiihrt in ein System von wechselwirkenden Quasi-
teilchen, in denen schon gewisse Korrelationen der
realen Teilchen (Paarwechselwirkung) enthalten sind.
Die Grundannahme der HFB-Ndherung besteht dar-
in, die Wechselwirkung der Quasipartikel zu vernach-
ldssigen und sie als unabhéingig anzusehen. Die Dia-
gonalisierung des wechselwirkungsfreien Teils des
Quasipartikel-Hamilton-Operators liefert die Ener-
gien der Quasiteilchen und legt gleichzeitig die Koef-
fizienten der BVT fest (HFB-Gleichungen). Der an-
geniherte Grundzustand |HFB) des Kerns iiber-
nimmt dabei die Rolle des Quasiteilchenvakuums.

Wihrend die Quasipartikel (d.h. die Koeffizienten

* Meinem verehrten Lehrer Herrn Prof. Dr. K. BLEULER an-
laBlich seines 60. Geburtstages zugeeignet.

der BVT) den HFB-Grundzustand eindeutig fest-
legen, ist umgekehrt die BVT durch den Grundzu-
stand nicht eindeutig bestimmt.

Zum Verstandnis dieses Zusammenhangs ist nun
die von BrocH und MEessiaH (BM) 8 angegebene
Faktorisierung der BVT von grofler Bedeutung. Da-
nach a3t sich die BVT in drei Faktoren zerlegen,
von denen der erste und dritte Faktor unitare Trans-
formationen beschreiben, die mit dem Teilchenzahl-
operator vertauschen und Basisdnderungen der Teil-
chen bzw. Quasiteilchenzustdnde bedeuten. Die mitt-
lere Transformation hingegen stellt eine spezielle
BVT dar, welche im Gegensatz zu den beiden ande-
ren Faktoren explizit die BCS-Freiheitsgrade enthalt
und somit fiir die Paarungseffekte der HFB-Theorie
verantwortlich ist. Auflerdem kommutiert sie nicht
mit dem Teilchenzahloperator, worin die Ursache fiir
die Verletzung der Teilchenzahlinvarianz bei HFB
bzw. BCS zu sehen ist. Aufgrund der BM-Zerlegung
konnten DiETRICH, MANG und PRADAL? in sehr
tibersichtlicher Weise die Beziehung zwischen dem
Variationsprinzip fiir den HFB-Grundzustand und
der Bogoljubov-Valatin-Methode der kanonischen
Transformationen herstellen.

Die BM-Faktorisierung besitzt auller ihrem theo-
retischen auch einen hohen praktischen Wert. So ist
sie z. B. zur Begriindung von Naherungsverfahren
brauchbar. Vor allen Dingen aber liefert sie, wie
ScHUTTE 1° gezeigt hat, bei konsequenter Anwen-
dung auf das numerische Problem ein geeignetes Kri-
terium dafiir, dal keine Losungen (z. B. sphérische
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BOGOLJUBOV —VALATIN-TRANSFORMATION

oder schwach deformierte, die energetisch benachbart
sind) der HFB-Gleichunge iibersehen werden. Ferner
stellt sie, was damit zusammenhingt, eine Methode
dar, mit deren Hilfe die Instabilitat der Losungen
gegeniiber Iterationen im Rahmen des Selbstkonsi-
stenzverfahren unterdriickt werden kann.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die mathema-
tische Struktur der BM-Zerlegung und des HFB-Zu-
standes zu untersuchen, und zwar unter Verwendung
von gruppentheoretischen Methoden. Mit der hermite-
schen Dichtematrix ¢ und dem komplexen, schief-
symmetrischen ,,Paarungsensor* x, den in der HFB-
Theorie relevanten Groflen, ‘wird die sogen. verall-
gemeinerte Dichtematrix R definiert, deren Eigen-
vektoren gerade durch die Spaltenvektoren der BVT-
Matrix gegeben sind. BLocH und MEsSsIAH ® zeigen,
dafl 0 und x gleichzeitig auf kanonische Normalfor-
men transformiert werden konnen. Hieraus und aus
dem Eigenwertproblem von R (hermitesch) schlie-
Ben sie auf die Zerlegung der BVT. Im Gegensatz
dazu wird in unserer Arbeit der umgekehrte Weg
eingeschlagen, indem die BM-Faktorisierung zunéchst
direkt bewiesen wird.

Im 2. und 3. Abschnitt befassen wir uns mit der
Gruppe der BVT und ihrer Lie-Algebra und disku-
tieren die Voraussetzungen, die zum Beweis benoétigt
werden. Grundlage unseres Beweises, den wir im
4. Abschnitt bringen, bilden zwei Satze tiber die Fak-
torisierung halbeinfacher Lie-Gruppen, die bei HER-
MANN ! und HELGASON !2 zu finden sind. Es handelt
sich hierbei um weitreichende und zentrale Sétze aus
der Theorie der symmetrischen Raume. Vereinfachte
Beweise derselben hat REETZ 1% gegeben. Wir halten
uns in der Formulierung der Sdtze an Hermann und
tibernehmen z. Tl. auch die dort verwendeten Bezeich-
nungen. Die BVT erweist sich als unitdr-dquivalent
zur reellen orthogonalen Gruppe ©(2n,R) 8, oder
anders gesagt, die BVT ist eine unitdre Darstellung
von £ (2n,R) der Dimension 2n (n=Anzahl der
Einteilchenzustinde). Die BM-Zerlegung entspricht
dann im wesentlichen einer Faktorisierung nach der
Untergruppe ll(n). Bei dem von uns betrachteten
Spezialfall der BV-Gruppe zeigt sich, daf} hinter dem
zweiten gruppentheoretischen Zerlegungssatz ein ein-
faches Theorem aus der Matrizenrechnung verborgen
ist, welches die Transformation einer komplexen
schiefsymmetrischen Matrix auf Normalform betrifft.
In der Arbeit von BM 8 ist das gleiche Matrixtheo-
rem im Zusammenhang mit der Transformation von
» auf Normalform von Bedeutung. Allerdings ist der
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von BM gegebene Beweis desselben nicht vollstandig,
da er eine i. a. komplexe Normalform liefert, wah-
rend auch der exakte Beweis von ZuMINO ™ hingegen
zeigt, dal} sie reell sein muf3. Dies hat dann bei BM
zur Folge, daf} der mittlere Faktor der BVT-Faktori-
sierung i.a. komplex ist und nicht, wie es sich aus
unseren gruppentheoretischen Uberlegungen ergibt,
eine reelle Transformation darstellt. In dieser Bezie-
hung ist also das Ergebnis von BM (wenn auch ge-
ringfiigig) zu modifizieren. Ferner erhalten wir fir
die mittlere Transformation eine charakteristische
Beziehung [siehe Gl. (4.2)], die in der Literatur
unbekannt zu sein scheint und deshalb bisher noch
keine Anwendung gefunden hat.

Der 5. Abschnitt beschiftigt sich mit der expliziten
Form des HFB-Zustandes. Zu dem Zweck konstruie-
ren wir eine Darstellung der BVT im Fock-Raum,
d. h. jeder BVT wird ein unitdrer Operator im Fock-
Raum zugeordnet. Diese definieren Abbildungen der
Zustande. Insbesondere geht der HFB-Zustand durch
eine solche unitdre Transformation aus dem realen
Teilchenvakuum |0) hervor. Die so erhaltene ex-
plizite Darstellung fiir | HFB) ist besonders zur
Durchfiihrung des HFB-Variationsverfahrens geeig-
net, da man unter Verwendung der Gruppeneigen-
schaft der unitdren Transformationen unmittelbar
,variierte HFB-Zustinde hinschreiben kann, die
samtlich, und das ist ein weiterer Vorteil, auf 1 nor-
miert sind. Man gelangt so zu einer gruppentheore-
tischen Fassung des Theorems von Thouless fiir Zu-
stinde vom HFB-Typ. Die Anwendung der BM-Fak-
torisierung, die sich aufgrund der Darstellungseigen-
schaften auf die unitdren Transformationen im Fock-
Raum tubertragt, fithrt zu einer &quivalenten Form
von | HFB), die nur noch von den beiden ersten Trans-
formationen der Zerlegung abhangt. Hierdurch findet
die oben erwihnte Tatsache, dafl durch das Variations-
prinzip nur die ersten beiden Transformationen be-
stimmt werden, eine einfache Erklarung. Bei der wei-
teren Umformung des BCS-Anteils von | HFB) erweist
sich der sogen. ,,Quasispinformalismus* 1516 als die
adaquate Methode, sowohl unter dem praktischen als
auch unter dem gruppentheoretischen Aspekt gesehen.
Durch dessen Verwendung wird der Zusammenhang
zwischen der ,,unitiren” Form und der in der Litera-
tur iiblichen urspriinglichen BCS-Form?® des HFB-
Zustandes besonders durchsichtig. Ein Theorem tiber
die Exponentialabbildung der ©(3) Lie-Algebra,
dessen Beweis im Anhang wiedergegeben ist, spielt
hierbei allerdings eine zentrale Rolle 1718,
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2. Die Gruppe der Bogoljubov—Valatin-
Transformationen

Um Komplikationen mathematischer Art zu ver-
meiden, beschrinken wir uns fiir das Folgende auf
eine endliche, wenn auch im Prinzip beliebig grofle,
Anzahl von Einteilchenzustinden |a) (bei numeri-
schen Anwendungen etwa die Oszillatorwellenfunk-
tionen oder die Einteilchenzustande des Nilsson-Mo-
dells). Dies entspricht auch der praktischen Situation.
Unter dieser Vorausestzung spannt die Gesamtheit

{c* . et .. ac{1,2,...,n}
(2.1)

der Operatoren ¢, und c, einen endlichen komplexen
linearen Raum L auf mit dim L =2n. Die BVT fas-
sen wir als lineare Abbildung in L auf. Wir schrei-
ben sie in Matrixform, indem wir die Gesamtheit
der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (2.1)
in einen Spaltenvektor zusammenfassen:

(&)= 3)(5) =2(5).

Damit diese Transformation ,.kanonisch‘‘ ist, die
Quasipartikelerzeugungs- und Quasipartikelvernich-
tungsoperatoren a” und a also Fermi-Vertauschungs-
relationen geniigen, hat man als notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Transformationsmatrix
B die Unitaritat:

,cl...c,,...} mit

(2.2)

B*=B-1. (2.3)
Die Invarianz der Fermi-Vertauschungsrelationen
und die nichttriviale Forderung, daf} sich die Quasi-
partikeloperatoren ebenfalls wie die urspriinglichen
Operatoren ¢*, ¢ in Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren (d.h. in zueinander hermitesch-konju-
gierte Operatoren) unterteilen lassen, sind somit
dquivalent mit der Invarianz eines hermiteschen Ska-
larprodukts in L. Die spezielle Aufteilung der Spal-
tenvektoren (o+) bzw. (%) hat weiterhin zur Folge,
daf} die Matrix nicht, wie man sieht, die allgemeinste
Form einer unitiren 2n x 2n-Matrix besitzt, son-
dern der Einschrinkung 2

/Bf=B* (2.4)

unterliegt. Hierbei bezeichnet [ die 2n x 2n-Matrix
0 1 R

f=(1 o) =F=r

Um die Beziehung (2.4) zu verifizieren, gehen wir

von der Gleichung
(2)-3(%)

(2.5)

(2.6)
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aus, die nur eine andere Schreibweise der Gl. (2.2)
bedeutet. Die Vertauschung der Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren konnen wir aber gerade mit
Hilfe von [ in der Form

(i> =f<;>? (i) =f(§) 2.7)

ausdriicken. Setzen wir dies in Gl. (2.6) ein, so er-
gibt dann der Vergleich mit (2.2) unmittelbar die
Beziehung (2.4). Aus der Gl. (2.4) schlielen wir,
dal} die Determinante von B reell, also +1 oder —1
ist. Die Unitaritidt von B zusammen mit der Bedin-
gung (2.4) charakterisieren die allgemeinste BVT.
Die Gesamtheit der BVT bildet somit eine Unter-
gruppe (% der kompakten Lie-Gruppe 11(2n). Um
welche Untergruppe es sich dabei handelt, sieht man
sofort, wenn man mit der unitaren Transformation

1/ 11 . _
5= (4 ) =6 (2.8)
die hermiteschen Operatoren 8
(yY_ 1 I 1\/e) .
()= e (22 () (23

als neue Basis von L einfiihrt. Dabei geht die Ma-
trix f, deren (tensorielles!) Transformationsgesetz
S* [ S* man aus Gl. (2.4) erhalt, in die Einheits-
matrix tber. Die Beziehung (2.4) drickt dann ein-
fach die Tatsache aus, daf} die BVT in der y-Basis
durch eine reelle orthogonale Matrix dargestellt wird.
Es folgt also, dafi die BV-Gruppe ® isomorph zur
reellen orthogonalen Gruppe ©(2n, R) ist bzw. eine
2n-dimensionale unitire Darstellung von O (2n, R)
realisiert.

Bei der BM-Faktorisierung spielen diejenigen
BVT e ® eine besondere Rolle, die nur eine Trans-
formation der zugrunde gelegten Einteilchenbasis
la) bewirken und dementsprechend im Gegensatz
zu einer allgemeinen BVT den Teilchenzahloperator
Nop= 2> cc, ungeiindert lassen. Sie bestehen, auf

die c-Basis bezogen, aus Matrizen (2.2), deren Un-
termatrizen auf der Nebendiagonale identisch ver-
schwinden. Im Gegensatz zu den allgemeinen BVT
mischen sie nicht Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren. Aufgrund der Invarianz des Teilchen-
zahloperators

A 1 0 c\ , .
Neyp=1% (c C)(O _l><ci>n~ ; (dim £L=2n)
(2.10)
sind diese Transformationen durch die Bedingung

B*gB=g (2.11)
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1 0 - :
-} _1>:g:g 1 (2.12)
eindeutig festgelegt. Sie bilden eine Untergruppe
von &, die mit der unitidren Gruppe 11(n) identisch

ist:

mit

R {Be®:9gBg 1=B}. (2.13)

3. Struktur der Lie-Algebra von &

Die BV-Gruppe & hat einige bemerkenswerte
Eigenschaften, die gerade fiir die BM-Faktorisierung
grundlegend sind. Diese Eigenschaften duflern sich
ntaiirlich auch in der ihr zugeordneten Lie-Algebra g.
Im allgemeinen lassen sich die Eigenschaften einer
Lie-Gruppe viel leichter an ihrem Infinitesimalring,
d. h. an ihrer Lie-Algebra erkennen. Dies ist auch
bei der vorliegenden Gruppe & der Fall. Wir zeigen
nun, dall mit der Matrix ¢ aus Gl. (2.12) ein in-
volutorischer Automorphismus ¢ der Lie-Algebra g
definiert werden kann, der eine Zerlegung des ,,Vek-
torraumes® @ in eine direkte Summe von Eigenrdu-
men der linearen Abbildung ¢ erméglicht. Hierdurch
ist eine Cartan-Zerlegung von ¢ gegeben. Sie bildet
die wesentliche Voraussetzung fiir die beiden mathe-
matischen Sitze im néchsten Abschnitt.

Die Lie-Algebra von & besteht aus den antiher-
miteschen Matrizen

X=—X* mit fXf=X* (3.1)

welche die allgemeine Form

u v*

X=< ) mit u'= —u und 9= —v (3.2)

v u*
haben. Der Untergruppe & entspricht die Unter-
algebra

f={Xeg:9gXg1=X}. (3.3)

Thre Elemente sind durch die Matrizen X mit v =0
gegeben. Es stellt sich die Frage, ob sich die Gesamt-
heit p der Elemente X mit u = 0, die das Komple-
ment von f beziiglich g bildet, in dhnlicher Weise
wie die Elemente von f durch die Matrix g charakte-
risieren lassen. Dies ist in der Tat der Fall; man
kann fiir X ¢ D unmittelbar die Beziehung g X ¢g7*
= — X verifizieren. Es gilt also:

p={Xeg:9Xg 1= —X}. (3.4)

Diesen Sachverhalt kénnen wir mathematisch prizi-
sieren: Durch die Matrix ¢ ist ein involutorischer
Automorphismus

o(X)“" gXg~! mit o®=Identitit

(3.5)
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der Lie-Algebra g definiert. Als eine lineare Trans-
formation von g besitzt o die Eigenwerte +1 und
— 1. Dementsprechend kann ¢ als eine (innere) di-
rekte Summe g=f@ ) der Eigenriume von ¢ dar-
gestellt werden (hier verwenden wir die Vektorraum-
struktur von g). Wihrend die Unteralgebra f Eigen-
raum von ¢ zum Eigenwert +1 (Fixalgebra) ist,
muf} der Eigenraum zum Eigenwert —1 gemil} Gl.
(3.4) mit p identifiziert werden. Die so mit Hilfe
von ¢ konstruierte Aufspaltung g=f@ ) ist eine
sogen. kanonische bzw. Cartan-Zerlegung von g. Die
Unteralgebra f wird dabei als symmetrische Unter-
algebra von g bezeichnet.

Die Existenz eines involutiven Automorphismus
hat gewissermaflen eine Klassifizierung der Lie-Pro-
dukte in g zur Folge. Unter Verwendung der Eigen-
schaft, dal ein Automorphismus per definitionem
das Lie-Produkt erhilt, lassen sich namlich die cha-

rakteristischen Relationen
(£.f1ct; [Eplch; [p,plct (3.6)

ableiten, die einen weiteren Einblick in die Struktur
von g geben. Den Beweis der ersten Relation kénnen
wir Ubergehen, da sie die schon bekannte Tatsache
ausdriickt, daf} f Unteralgebra von g ist. Zum Beweis
der zweiten Beziehung setzen wir Xef und Yep,
dann gilt

o([X,Y]) =[a(X),0(Y)]

=[X, -Y]=—[X,Y]e). (3.7)

In dhnlicher Weise folgt die dritte Relation, indem
man von X, Y € ] ausgeht:

o([X,Y]) =[0(X),0(Y)]

—[=X, ~7] =[X,¥]!. (3.8)

Die Relationen (3.6), die wir soeben aus abstrakten
Uberlegungen gewonnen haben, lassen sich natiirlich
auch direkt verifizieren, indem man die explizite
Darstellung der Elemente von f und p in Gl. (3.2)
benutzt. Die Beziehungen (3.6) erweisen sich auch
als hinreichende Bedingungen fiir die kanonische Zer-
legung von g, so daf} diese ebenfalls durch (3.6) de-
finiert werden kann 11,

4. Bloch—Messiah-Faktorisierung

Zunichst bemerken wir, daf} der Automorphismus
o von ( auch einen involutiven Automorphismus der
Gruppe & (fiir den wir ebenfalls den Buchstaben o
verwenden) induziert, was durch die Definition (2.13)
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der Untergruppe & nahegelegt wird. Hierzu miissen
wir nur zeigen, dafl fiir beliebiges B e (& das Bild-
element 0(B) =gBg ! in (Y enthalten ist. Die Uni-
taritit von ¢(B) ist unmittelbar evident. Dafl das
zweite Kriterium fir eine BVT, ndmlich fo(B) f
=0 (B)*, erfullt ist, folgt sofort aus der Beziehung
[/.g]. =0. Die Untergruppe & spielt natiirlich die
Rolle der Fixgruppe von ¢. In Analogie zur sym-
metrischen Unteralgebra f wird daher & als sym-
metrische Untergruppe bezeichnet.

Im folgenden werden wir uns auf Bogoljubov-
Valatin-Transformationen mit Determinante + 1 be-
schrianken; d. h. wir betrachten die Zusammenhangs-
komponente (., welche isomorph zu &9 (2n, R)
ist. Weiter unten wird sich zeigen, dal} die Beschran-
kung auf die BVT mit det B=1 nur eine Beschrei-
bung von Teilchensystemen mit gerader Teilchenzahl
zuldlit. Dies entspricht auch den bisherigen Anwen-
dungen der HFB-Theorie. Da S0 (2n, R) eine zu-
sammenhingende, kompakte Lie-Gruppe ist, kann
jedes Element B aus &, in der Form B =exp X mit
X e g dargestellt werden.

Wir versuchen nun, die BVT in Faktoren aufzu-
spalten, die einerseits aus einer reinen Paarungs-
transformation und andererseits aus Transformatio-
nen bestehen, welche die Teilchenzahl invariant las-
sen und dementsprechend nur einen Wechsel der
Teilchen- bzw. Quasiteilchenbasis bedeuten. Die ur-
spriingliche Form (2.2) der BVT bietet kaum einen
Anhaltspunkt dafiir, wie eine solche Zerlegung durch-
zufiihren ist. Dagegen scheint die Exponentialdar-
stellung B=exp X hierfiir geeigneter. Sie besitzt ge-
gentiber der Form (2.2) den Vorteil, dal die Unter-
matrizen u und v in X unabhingig sind, wihrend
zwischen den Untermatrizen 4 und B in Gl. (2.2)
aufgrund der Unitaritétsrelation von B ein funktio-
naler Zusammenhang besteht. Die Exponentialform
legt namlich den Ansatz

B=exp (5 ::) =exp (LO1 va*) exp (l:]‘ uil)““' e¥1 e
(4.1)

nahe. Einen Hinweis fiir die Richtigkeit dieser Zer-
legung ist darin zu sehen, dal} keine Gruppenpara-
meter verlorengehen. Die antihermitesche Matrix u;
enthilt n? Parameter. Die komplexe schiefsymmetri-
sche Matrix v; wird durch n(n —1) reelle Parameter
beschrieben. Wir erhalten also insgesamt n(2n—1)
reelle Parameter, was mit der Parameteranzahl von
®, 2SO (2n, R) iibereinstimmt. In hinreichend
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kleiner Umgebung der Gruppeneins ist die Zerlegung
(4.1) immer moglich (Beschreibung der Gruppe
durch sogen. kanonische Parameter). Der erste Fak-
tor exp Y, in (4.1) ist ein Element aus 8 = exp (),
womit wir die Gesamtheit der durch die Exponential-
abbildung von ) erzeugten BVT aus (%, bezeichnen,
und der zweite Faktor exp X; ein Element aus §t.
Die fiir die Paarung verantwortlichen Transforma-
tionen miissen demnach in % enthalten sein. Daf}
die Faktorisierung (4.1) im ,,Groflen tatsdchlich
moglich und exakt ist, garantiert ein mathematischer
Satz aus der Theorie der Lie-Gruppen bzw. aus der
Theorie der symmetrischen Rdume!!1% (z. B. bei
HerRMANN 1, Theorem 6-5 auf S. 33), den wir fir
unsere Zwecke wie folgt formulieren: Sei & eine
halbeinfache, zusammenhidngende, kompakte Lie-
Gruppe, & eine symmetrische Untergruppe; d.h.
qg=f®) eine Cartan-Zerlegung der Lie-Algebra
von . Ferner sei 1 =exp () das Bild der Expo-
nentialabbildung von p. Dann gilt ®=L-§&. Die
Voraussetzungen dieses Satzes sind, wie aus unserer
ausfiihrlichen Diskussion im vorigen Abschnitt her-
vorgeht, im Falle der BV-Gruppe erfiillt.

Im Zusammenhang mit der Zerlegung (4.1) stellt
sich die Frage, ob 8 analog zur Untergruppe $t eben-
falls in invarianter Weise durch die Abbildung o
charakterisiert werden kann. Dies ist in der Tat der
Fall. Sei P =exp ¥ mit Y & ein beliebiges Element
aus P, dann folgt unter Beriicksichtigung von Gl.
(3.4) fiir das Bildelement o (P) sofort:

o(P)=geYgl=efY0' —e-Y_P1, (4.2)
Somit ist 9§ auch eindeutig definiert durch:
P={Be®, :6(B)=gBg 1=B1}. (4.3)

Diese einfache Bedingung scheint vollig unbekannt
zu sein und hat bisher noch keine Anwendung ge-
funden.

Um zur vollstindigen BM-Faktorisierung zu ge-
langen, miissen wir aus dem ersten Faktor der Zer-
legung (4.1) die speziellen Paarungstransformatio-
nen extrahieren. Hierfiir stehen uns zwei Moglich-
keiten zur Verfiigung. Die erste beruht auf einem
Theorem aus der Matrizenrechnung (d. h. aus der
linearen Algebra), die zweite dagegen auf einem rein
gruppentheoretischen Satz. Bevor wir letzteren zitie-
ren, fithren wir die Ableitung nach der ersten Me-
thode durch, da diese sehr instruktiv ist und den In-
halt des abstrakten gruppentheoretischen Satzes plau-
sibel macht. Sie besteht darin, die im Exponenten



BOGOLJUBOV —VALATIN-TRANSFORMATION

des 1. Faktors in Gl. (4.1) auftretende antisymme-
trische Untermatrix v; auf eine Normalform zu trans-
formieren.

Theorem: Sei v= — 7 eine komplexe (!) schief-
symmetrische n x n-Matrix. Dann existiert eine uni-
tire Matrix_k = (k*)~1 derart, dal v gemidll der
Vorschrift kv k (typisches Transformationsgesetz
eines Tensors 2. Stufe) auf die reelle(!) Normal-
form

kvk=a= (4.4)
0
0 ap
-ap 0] 0
0 0 0

gebracht werden kann. Die Zahlen «; sind reell und
nichtnegativ. Wenn die Dimension n eine gerade Zah!
ist, entfallt in (4.4) die letzte Zeile und Spalte. Das
Theorem spielt in der HFB-Theorie eine bedeutende
Rolle (Anwendung auf die anomale Dichte bzw. den
sogen. Paarungstensor) und wurde von BrocH-
MessiaH ® und ZumINO 1 angegeben. Allerdings ist
der Beweis von Bloch-Messiah nicht vollstandig (bei
BM sind die GroBlen «a i. allg. komplex). Ein sehr
einfacher und iibersichtlicher Beweis ist in 18
finden.

Wenden wir (4.4) auf den 1. Faktor der Zer-
legung (4.1) an, so folgt als wichtiges Resultat

S R B R [ (R T}
(4.5)

Mit anderen Worten: Jedes Element Y, ¢ b kann in
der Form

zu

Y, =KMXK* (4.6)

dargestellt werden, wobei die unitire Matrix X ein
Element der Untergruppe & und die Matrix M ein
spezielles aus der Normalform «a gebildetes Element
aus D ist. Setzen wir (4.6) in (4.1) ein und definie-
ren K=X; und X" exp{X,} =X;, so erhalten
wir fiir die allgemeine BVT endgiiltig die Bloch-
Messiah-Zerlegung:

B=XK, " X,. (4.7)

Im Gegensatz zu BM ergibt sich aus unserer Ablei-
tung, dafl der mittlere Faktor reell ist. Die erste und
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letzte Transformation gehéren zur Untergruppe ,
wihrend die zweite eine spezielle Transformation aus
3 darstellt und als solche durch die Bedingung (4.2)
charakterisiert ist. Letztere enthilt die BCS-Freiheits-
grade der BVT und ist fir die Verletzung der Teil-
chenzahlinvarianz verantwortlich. Sie stimmt mit
dem in der BCS-Theorie verwendeten Spezialfall der
BVT tberein. Im néchsten Abschnitt wird die Zer-
legung (4.7), insbesondere der zweite Faktor, aus-
fuhrlicher diskutiert.

Unter dem Aspekt der Lie-Algebra gesehen, sind
die Matrizen M Elemente einer maximalen Abel-
schen Unteralgebra bzw. Cartan-Unteralgebra von ],
die wir mit a bezeichnen. Die Lie-algebraische Fas-
sung von (4.6) lautet dann

p=Ad &(a). (4.8)
Vergleicht man diese mit der Aussage
Ad &(p)cp, (4.9)

die mit der 2. Relation in Gl. (3.6) &quivalent ist,
so sieht man, daBl (4.8) eine wesentliche und nicht-
triviale Verscharfung von (4.9) bedeutet. Das Theo-
rem (4.8), welches fiir allgemeinere Gruppen giiltig
ist und hinter dem sich also in dem von uns betrach-
teten Fall der BV-Gruppe ein einfaches Lemma der
Matrizenrechnung verbirgt, 1dfit sich natiirlich rein
gruppentheoretisch oder genauer gesagt, rein diffe-
rentialgeometrisch beweisen und bildet ein Haupt-
resultat in der Theorie der symmetrischen Rdume 1112,
Im wesentlichen wird hierzu die Cartan-Zerlegung
von ( vorausgesetzt. Aus (4.8) folgt unmittelbar

P =Ad &) (4.10)

was zusammen mit &, = & wiederum die BM-
Faktorisierung liefert.

mit A =exp(a),

5. Aquivalente Darstellungen des HFB-Zustandes

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Struktur des
HFB-Zustandes aufzukldaren und verschiedene, dqui-
valente Ausdriicke fiir denselben herzuleiten. Zu dem
Zweck konstruieren wir eine Darstellung der BV-
Gruppe im Fock-Raum, d. h. wir ordnen jeder BVT
einen unitdren Operator im Fock-Raum zu. In ent-
sprechender Weise iibertragen wir die BM-Faktori-
sierung (was aufgrund der Darstellungseigenschaf-
ten ohne weiteres moglich ist). Die durch eine BVT
induzierte unitare Transformation der Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren definiert natiirlich auch
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eine Transformation der Zustinde des Fock-Raumes.
Man kann nun leicht zeigen, dali der HFB-Zustand
durch eine solche unitdre Transformation aus dem
Vakuumzustand | 0) der realen Teilchen hervorgeht.
Damit gelangen wir zu expliziten Ausdriicken, u. a.
zu der bekannten BCS-Form? des HFB-Zustandes.
Bei den Ableitungen in diesem Abschnitt findet das
Konzept des ..elementaren Quasispins® Anwendung.

Jeder BVT in Gl. (4.1) wird gemil} der Vorschrift

' exp |[ } (c+, c)([.I 11) ( ’( ) 1

»
voou®

exp S“I,"' (5.1)

ein Operator im Fock-Raum zugeordnet. Aus Gl.
(3.2) folgt, dal S, = —S.p, d.h. der Operator
exp{S,,} unitir ist. Zur Konstruktion von (5.1) be-
merken wir folgendes: Wir haben gesehen, dal © .
isomorph zu &0 (2n, R) ist. Eine Darstellung der
Lie-Algebra von 9 (2n, R) im Fock-Raum erhilt
man bekanntlich (siehe z. B. LipkiN1?), wenn man
als Generatoren die in den 2n y-Operatoren (2.9)
bilinearen Ausdriicke

ij::’,;’j:fiji mit I.:f:]' (1',j—f]....,2n)
verwendet (y steht hier fiir die Gesamtheit der 2n
Operatoren y und 7, also y;=y; fir i=1,...,n
und ;=79 _, furi=n+1,....2n). Da die y-Ope-
ratoren hermitesch sind, folgt fiir die Operatoren
L;j= — L;, die Antihermitezitit. Der Ubergang zur
Darstellung von E9(2n,R) erfolgt, wie immer,
durch die Exponentialabbildung der Lie-Algebra.
Ein beliebiges Element schreibt sich dann in der

Form exp{? = R;;7;7;}, wobei R eine reelle, schief-
ij

symmetrische 2n < 2n-Matrix ist. Filihren wir an
Stelle der y-Operatoren mittels (2.9) die c-Operato-
ren ein, so gelangen wir schliefllich zur Darstellung
von O, im Fock-Raum in der Form (5.1). Damit
ist diese hinreichend motiviert.

Als nichstes zeigen wir, dal} der Zusammenhang
zwischen den Quasipartikeloperatoren und den Ope-
ratoren ¢ ur.d ¢” gerade durch die unitdre Transfor-
mation mit dem Operator (5.1) hergestellt wird:

() =e() s |- (0 E)} () 62

Hierbei ist die mit ¢S ,transformierte® Spalte als
ein Spaltenvektor zu verstehen, der mit den ent-
sprechend transformierten Vernichtungs- und Erzeu-
gungsoperatoren gebildet wird. Zum Beweis der fiir
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das folgende grundlegenden Beziehung (5.2) diffe-
renzieren wir die Operatoren

(:"((t{))) :etSup(T;) e‘tsup, <:"(([t)) )[—Vo : (Cc*) (5'3)

\

nach dem reellen Parameter ¢:

d a(t) ) bS8y c) - —1Sun
de (a"(t)) = (\g) s Sop | € . (5.4)
Der Kommutator errechnet sich zu
" c ‘u v¥ ¢ _
\( C') ’ S“DJ ) (,L' u* ) <c‘> ’ (5.5)

wobei die Eigenschaften (3.2) der Untermatrizen u
und v wesentlich benutzt werden. Aus (5.4) folgt
somit fir die Gesamtheit der Operatoren a(¢) und
a’(t) das lineare Differentialgleichungssystem:

oy =—( 2)(2Y9).

Die Integration unter Berticksichtigung der Anfangs-
bedingung (5.3) fiir t=0 liefert unmittelbar die

Lésung
al(t) [ u v*\| (¢
(a*(z)) :expl Mt(z' u*)] (c*)’

die fur ¢ =1 mit der Beziehung (5.2) tibereinstimmt,
womit diese bewiesen ist.

(5.6)

(5.7)

Da die Gruppe der unitaren Transformationen
(5.1) eine Darstellung der BV-Gruppe realisiert,
konnen wir auch die BM-Zerlegung auf den Fock-
Raum tbertragen. Dies folgt auflerdem aus der Tat-
sache, daf} sich die Ableitungen im 3. und 4. Ab-
schnitt sinngemaf} fiir die von den unitdren Trans-
formationen (5.1) gebildete Gruppe und ihre Lie-
Algebra wiederholen lassen. Gemall der Vorschrift
(5.1) haben wir dann die zur Gl. (4.7) analoge Be-
ziehung fiir die Operatoren:

exp Sop = exp{Sh) } exp{Se® } exp{S5)} . (5.8)
Speziell gilt fiir den mittleren Faktor:
exp{Sop "~ (;) exp{ —Sop (5.9)

B f_<0 a)](c>7< cha —sha)(c)
——exp( a 0/)\c¢*) \—=sha cha /\c*)"
Die Untermatrizen ch @ und sh a sind mittels den
unendlichen Reihen fiir den hyperbolischen Cosinus

und Sinus definiert. Wegen der einfachen Gestalt der
Matrix a lassen sie sich expliziert angeben:
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COS 21 0
0 cos ay
I COS a3 0 |
! 0  cosa
n—1
cha= ; =22
ey o)
cosap 0 |
0 cosap | g
0 1] 1
0 si ) -
_sing 0 W (5.10)
| o sin ap
E—~in as 0 1
n—1
sha= 5 p=
— 0
| 0 sin ap |
! -sinap, 0 )
. 0 0 0

Hierbei ist wiederum der Fall angenommen, daf} die
Anzahl n der zugrunde liegenden Einteilchenzustéinde
ungerade ist. Fiir eine gerade Anzahl hat man die
letzte Zeile und Spalte in ch a bzw. sh a zu streichen
und p =n/2 zu setzen. Um die durch ,,Paarung® aus-
gezeichneten zweidimensionalen Unterriume von L
explizit zu kennzeichnen, fiihren wir die Schreibweise
}E} fiir den mit ‘/) »gepaarten® Einteilchenzustand
ein und schreiben z. B. den Zeilenvektor (c*, ¢) in
der Form (c}, ¢1, ¢35, ¢3,...5¢15 €1, ...). Bei der
Einteilung der Gesamtheit der n Einteilchenzu-
stande in Paare bleibt, falls n ungerade ist, ein un-
gepaarter Zustand tlibrig. Dies gilt allerdings nur
unter der Voraussetzung, daf} die Parameter a; samt-
lich =0 sind. Andernfalls treten auch bei geradem n
(wie es sich bei den numerischen Anwendungen auf
Kerne zeigt) ungepaarte Zustidnde auf. Der Operator
Sf’lﬁ's in Gl. (5.9) vereinfacht sich zu

2 P
855> = 2 a.lef e +e,ca)s
. n/2 fiir n = gerade, (5.11)

(n—1)/2 fiir n—ungerade,
wahrend sich fiir die spezielle BVT die tbersichtliche
Form
a =exp{Se" } e exp{—Sip "}
=cCxi COsQ,—cCzsing,,,
ar =exp{Se®} e exp{ —SEF}

=c; cosa,+c,sina,

(5.12)

ergibt. Bei ungeradem n gilt fiir den letzten Zustand
(¢%)trans = €5, wie man aus (5.10) oder aus der
Tatsache entnimmt, daf} dieser nicht explizit in dem
Operator S);™ (5.11) enthalten ist. Das Transfor-
mationsgeselz fiir die Vernichtungsoperatoren c, und
¢z erhélt man, indem man in Gl. (5.12) zu den her-
mitesch konjugierten Operatoren iibergeht. Auf die
Beziehungen (5.12) werden wir im Zusammenhang
mit dem Quasispin noch einmal zu sprechen kom-
men.

Die Darstellung der BVT als unitire Transfor-
mation im Fock-Raum hat den Vorteil, daf} sie un-
mittelbar auf einen Ansatz fiir den HFB-Zustand
fiihrt. Setzt man namlich

|HFB) =exp Sop | 0) , (5.13)
so wird die Vakuumbedingung
a;| HFB) = 5» ¢;e~Sor HFB) =0 (5.14)

automatisch erfiillt. AuBerdem ist | HFB), was fiir
die Anwendungen bequem ist, auf 1 normiert. Einen
Einblick in die Struktur von |HFB) erhilt man,
wenn man von der Faktorisierung (5.8) Gebrauch
macht. Da die Wirkung von exp{S{)} auf den Va-
kuumvektor

(5511010 1293 1)()] 1o
(5.15)

nur darin besteht, diesen mit einem komplexen Pha-
senfaktor vom Betrag 1 (wegen ug" = —u3) zu mul-

—~exp{ — & Spur uz} | 0)
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tiplizieren, bekommen wir

|HFB) = exp{S\}) } exp{Siy~}|0) . (5.16)

Der HFB-Zustand héngt also explizit nur von den
beiden ersten Faktoren der BM-Zerlegung ab. Hier-
durch wird die Tatsache erklart, dafl durch das Va-
riationsverfahren der HFB-Theorie dementsprechend
nur die beiden ersten Transformationen eindeutig
festgelegt werden, wihrend die dritte, die sich als
Basistransformation der Quasipartikel interpretieren
laf3t, vollig frei bleibt. Die Losung der aus dem Va-
riationsprinzip folgenden Euler-Lagrangeschen Glei-
chungen garantiert, dal} die Terme H,, und H,
des Quasiteilchen-Hamilton-Operators verschwinden.
Uber die beiden ersten Transformationen ist damit
verfiigt. Die dritte wird in sinnvoller Weise dazu
verwendet, den Einteilchenoperator H;; zu diagonali-
sieren (DIETRICH, MANG und PrADAL?). Hierbei
bezeichnet H,, . wie in der Literatur allgemein iib-
lich, eine Linearkombination von Produkten aus m
Quasipartikelerzeugungs- und n Quasipartikelvernich-
tungsoperatoren in Normalordnung. Die vollstindige
Losung der HFB-Gleichungen 2, bei deren Berech-
nung die BM-Faktorisierung auch in numerischer
Hinsicht 1 eine Rolle spielt, legt die gesamte BVT
fest.

Den BCS-Anteil exp{S5 "} in | HFB) kénnen wir
noch auf die in der Literatur tibliche konventionelle
Form bringen. Hierzu erweist sich das Konzept des
»elementaren Quasispins® 1516 als grundlegend. Die

BCS

exp{Siy

=

1 R %
§ =exp oL tg azI exp|)— 2
1 l x=1

”

Setzt man dieses Ergebnis, welches in 17 zur Unter-
suchung der Struktur der BCS-Theorie an Hand des
»degenerate model” verwendet wurde, in den Aus-
druck (5.16) fur HFB) ein und berticksichtigt man
bei der sukzessiven Anwendung der einzelnen Fakto-
ren auf den Vakuumzustand, dal}

05/0)=— %1/0) und ¢%2]0)=0 (5.22)
ist, so ergibt sich
| N
|HFB) = (}}1 cos a, (5.23)

Lo .
“exp{Siy} exp { Dol tg az} 0} -
x=1

Wird der BCS-Operator als Produkt tiber x geschrie-
ben und fiir die Exponentialfunktion die bekannte

(e,

} =
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Quasispinoperatoren sind definiert durch

YL =cx Cx 0L =(0.) =czc,
o3=1%(cx c,+ci ¢z —1), (05)* =0} (5.17)
und gentigen den Vertauschungsrelationen

[6% ,0°]1=20% [of,0"]=%0%. (5.18)

Sie bilden eine abgeschlossene Algebra, die isomorph
zur Drehimpulsalgebra, d.h. zur Lie-Algebra der
Drehgruppe £(3) ist. Aus den Eigenwerten von o,*
entnimmt man, dall die Operatoren (5.17) eine
Spin :-Darstellung im Fock-Raum realisieren; daher
die Bezeichnung ,elementarer® Quasispin. Jedem
Paar von Zustianden (x, %) ist ein solcher Quasispin
zugeordnet. Von entscheidender Bedeutung fiir die
Umformung von
»
exp{Siy ™} = |

%=

exp{a,(¢” —o” )}  (5.19)
1

ist nun der fiir die Drehgruppe und ihre Darstellun-
gen gliltige Zerlegungssatz

esz. -J) _ eJ, tga o J_sinzcosa e—./;; log cos?a , (520)
dessen Beweis im Anhang durchgefihrt wird. Dieser
Satz 1dBt sich auf jeden Faktor in (5.19) separat
anwenden, und wir erhalten wegen der Vertausch-
barkeit der zu verschiedenen (x, #) gehorigen Quasi-
spinoperatoren insgesamt

A
— > dslogcos®a, (.

%=1

(5.21)

sin a,, cos a,, } exp

Reihenentwicklung benutzt, folgt schlieflich

' P !
HFB) —exp{S%)} I] (cos @, + ¢, ¢xsina,) |0
x=1
(5.24)

in der gewohnten BCS-Form?. Gleichung (5.24)
macht noch einmal deutlich, worin die Erweiterung
von HF und BCS besteht: Durch das Variationsprin-
zip werden die Parameter «, und die Einteilchen-
zustinde

1 - (1) S -
b =exp{S§)) ci exp{ —S{J} = X (€")ux i,
@
. 1) f 1) !
b: =exp{SH) ci exp{ =S} = > (e")sz cx
x
(5.25)

in einem einheitlichen selbstkonsistenten Verfahren
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bestimmt. Da (5.23) bzw. (5.24) eine Uberlagerung
von Zustinden mit gerader Teilchenzahl darstellt,
konnen mit (5.24) nur Teilchensysteme mit gerader
Teilchenzahl beschrieben werden. Die Beschriankung
auf BVT mit Determinante +1 schlieit also den
sogen. ,blocking effect, der zur Beschreibung un-
gerader Kerne notwendig wire, aus.

Bezieht man die zur Formulierung der HFB-Theo-
rie relevanten Dichtematrizen 0 und » (Paarungs-
tensor) auf die Einteilchenbasis, welche durch die
Erzeugungsoperatoren b* in (5.25) definiert ist, so
nehmen diese gleichzeitig ihre Normalformen an.
Man iiberzeugt sich leicht davon, daf die Einteilchen-
dichte 0 diagonal ist, wihrend der antisymmetrische
Paarungstensor » in eine zur Matrix « in Gl. (4.4)
analoge Form itibergeht. Dieses wichtige Resultat bil-
det in der Arbeit von BM ® die Grundlage bzw. die
Ausgangsbasis fiir den Beweis der BM-Faktorisie-
rung (mit 0 und % wird die sogen. verallgemeinerte
Dichtematrix R definiert, deren Eigenvektoren un-
mittelbar durch die Spaltenvektoren der BVT-Matrix
gegeben sind). Im Gegensatz zu BM folgt aus unse-
rer Ableitung, da} die Normalform von x reell ist
[vergleiche hierzu die Bemerkung im Anschlufl an
Gl. (4.4)]. Damit haben wir siamtliche Ergebnisse
von BM 8 verifiziert.

Die spezielle BVT in Gl. (5.12) laBt sich, das sei
vollstandigkeitshalber abschliellend erwihnt, auch im
Rahmen des Quasispinformalismus diskutieren 1617,
Hierzu bemerken wir, daf} die Gesamtheit der Ver-
tauschungsrelationen

[60,e:1=0, [d",ci]=cs
[k , ] =6 [0 ,6:]=0,

[O;ac/]:%(“/‘a [Gg,C;]:

(5.26)
- .1? Cx,

einen irreduziblen (sphirischen) Tensoroperator T
der Stufe ¥ definiert, dessen Komponenten

T9 =¢; und TY) = (

ut

.27)

in charakteristischer Weise aus den Operatoren c,*
und ¢z gebildet werden. Auf Grund dieser Tatsache
ist das Transformationsverhalten dieser Operatoren
eindeutig festgelegt: Sie transformieren sich wie die
Komponenten eines Spinors gemifl der D®-Darstel-
lung der [zur ©(3) isomorphen] Quasispingruppe.

Da die spezielle BVT
—o))

=exp{2ia,05 }c. exp{ —2ia,ao3}

exp{a, (0" —0%)} ci expl —a, (0"
(5.28)
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eine Drehung um die 2-Achse bedeutet, braucht man
sich nur die entsprechende D ®-Matrix zu verschaffen
(die in diesem Fall besonders einfach ist), um die
fiir die BCS-Theorie grundlegenden Gln. (5.12) zu
erhalten.

Anhang

Beweis des Zerlegungssatzes (5.20)

Zunichst werden einige Vertauschungsrelationen
(VR) der Form [A4, exp B] fir die Drehimpuls-
operatoren /., J_ und J; abgeleitet, die zum Beweis
des Satzes benotigt werden. Gentigen die Operatoren
A und B den Voraussetzungen

[4,B]1=C; [C,B]=D; [D,B]=0,

so folgt daraus fiir den Kommutator der Operatoren

A und B":

(A.1)

[4,8]="C"V pi2p npi-ic. (A2)

Fir n=1 ist diese Beziehung trivial. Man beweist
sie durch Induktion tiber n. Mit Hilfe der Formel
(A.2) 1aBt sich leicht ein Ausdruck fiir die VR von 4
mit dem Operator exp{a B}, wobei unter « eine be-
liebige reelle Zahl zu verstehen ist, ableiten:

[4,eB] =eB(} a2D +aC). (A.3)

Schieben wir den Operator exp{a B} nach rechts
durch, so folgt unter Anwendung von

[C,eiBl=aeD=aD e (A.4)
fiir (A.3) die dquivalente Beziehung
[4,eB]=(—31a®D+aC)eB. (AS5)

Da die Drehimpulsoperatoren die Voraussetzungen
in (A.1) erfiillen, lassen sich die Formeln (A.3)
und (A.5) anwenden:

[e+ ] . 1=e7(a®], +2al5), (A.6)
le/,].1=(—a%], +2al;) e, (A7)
e+, J3]= —al, e+, (A.8)

Zu den VR zwischen den Operatoren exp{J/_}, J.
und J; gelangt man, indem man in (A.6) — (A.8) zu
den hermitesch-konjugierten Operatoren {ibergeht
(J."=J_) und dabei die Hermizitit von J; be-
riicksichtigt.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Be-
weis des Theorems. Der Operator

U(a) =eUs=99 (A.9)
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den wir als eine Funktion des reellen Parameter: «
auffassen, ist eindeutig bestimmt durch die Differen-
tialgleichung mit der Anfangsbedingung:

Ua)=UJ.-1_)U(a); U(a=0)=1.

Zur Faktorisierung von U(a) machen wir den An-
satz

(A.10)

ﬁ(a) — el @+ g(@)J- gh(@) s | (A.11)

Falls wir die Funktionen f(a), g(a) und A(a) so
bestimmen konnen, daf sich fiir U («) die Diffe-
rentialgleichung (A.10) mit der Anfangsbedingung
U(a=0) =1 ergibt, so wire dann auf Grund des
Eindeutigkeitssatzes fiir Losungen gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen die Identitit U(a) = U (a) be-
wiesen. Nach einer lingeren Rechnung, bei der auf
die Reihenfolge der Operatoren [es handelt sich bei
(A.9) und (A.11) um operatorwertige Funktionen]
zu achten ist und bei der die VR (A.6) — (A.8) ver-
wendet werden, erhalten wir fiir die erste Ableitung
von U (a)

0" (a) = {f —Pg + K g) ' [} J. D) (Ad2)
+ @+ g J-U(a) +{2f(g' + 1 g) +1'}]3U(a).
Der Vergleich mit (A.10) fithrt auf das Differential-

gleichungssystem
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=Py +hg) - f=1,
g+hg=-1,

(A.13)
2f{g +h g) +h =0
fiir die gesuchten Funktionen f, ¢ und A. Die allge-
meinen Losungen lassen sich angeben:

f(a) =tg(a+ay),
g(a) =ccos®’a—sinacosa,
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(A.14)
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2;=0; ¢=0 und b=1 (A.16)
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